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1. Introduction :

La cinématique consiste a la description du mouvement des systémes matériels sans pour autant
tenir en compte les causes qui y sont derriére.

Lors des deux chapitres précédents, deux méthodes d’évaluation des grandeurs cinématiques ont été
mises en place, la dérivation directe, et la propriété du champ des vecteurs vitesse. Tout en
remarquant qu’il était possible de déduire des vitesses en passant par des reperes intermédiaires,
cette remarque mene au concept de composition de mouvement, qui fera I'objet de ce présent
chapitre, pour ainsi introduire une troisieme méthode de calcul cinématique, mais plus globalement,
un nouveau concept pratique pour traiter quelques situations cinématiques, et ce en traitant les axes
suivants :

« Etablir la relation de composition des vecteurs vitesse, en se basant sur la méthode de la
dérivation directe ainsi que la propriété du champ des vecteurs vitesse.

» Etablir la relation de composition des vecteurs rotation, en s’appuyant sur la relation de
changement de base de dérivation.

» Etablir de ce qui précéde, la notion de composition des torseurs cinématiques.

» Expliciter un cas particulier d'utilisation de la relation de composition des vecteurs vitesse :
le roulement sans glissement.

» Etablir une relation de composition des vecteurs accélération.
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2. Composition des torseurs cinématiques:

2.1. Composition des vecteurs vitesse :
2.1.1. Propriété et définitions :

La composition de mouvement permet de simplifier les calculs en passant du calcul d’une vitesse
ou une accélération dans un repere relativement “loin”, vers un repéere “proche”. En effet le
calcul dans un repere proche implique moins de calculs intermédiaires.

Concrétement, reprenons I'exemple du robot Ericc 3 :

\ig
| o (
'\ g | 7 . e
“haise 1 | L e ' NNO) Xo Repéres:
= Zo RO lié a (S0).
| ' - R1 lié 4 (S1).
R2 lié 4 (S2).

Figure.1. Robot Ericc 3, mécanisme réel et schéma cinématique simplifié

Intéressons-nous a I'évaluation de la vitesse V(B/R0)=V (B € S2/R0), il serait utile de passer par
le repére R1, puisque le calcul de la vitesse de B dans R1, V(B/R1)= V(B € S2/R1) serait plus
simple. Quelle relation pourrait exister entre V(B/R0) et V(B/R1) ?

En effet, V(B/RO):[E OB(t)] = [E OA(t)] + [EAB(t)]

RO RO RO
Or, d’une part : [%ﬁ(t)]:V(A/RO).

et d’autre part : [—AB(t)] [—AB(t)]+Q(R1 /RO) A AB.
RO R1

Il vient que : V(B/R0)=V (A/R0)+| - AB(t)|+Q(R1/R0) A AB.
R1
Or, A est fixe dans R1, et donc : [EAB(t)] = V(B/Rl).
R1

D’ol : V(B/R0)=V(A/R0)+ V(B/R1)+Q(R1/R0) A AB.

Si on s’intéresse au point B, considéré lié au solide (S1), la propriété de champ de vitesse permet
d'écrire : V(A € S1/R0)+ Q(R1/R0) A AB=V(B € S1/R0).

Remarquons que : V(A/R0)=V (A € S1/R0) (il suffit de faire le calcul par dérivation pour le terme & droite et en
utilisant la relation du champ des vecteurs vitesse pour le terme a gauche, pour le démontrer).
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Enfin, on obtient : V(B/R0)=V(B € R1/R0)+V(B/R1)

En régle générale, la vitesse d’'un point B lié a un solide (S), en mouvement par rapport
a deux repéres RO et R1, vérifie la relation suivante :

V(B/R0)= V(B/R1)+V(B € R1/R0)

- V(B/RO) est le vecteur vitesse absolue, car évalué dans le repére absolu.
- V(B/R1) est le vecteur vitesse relative, car évalué relativement par rapport a un repére
autre que le repére absolu.
- V(B € R1/R0) est le vecteur vitesse d’entrainement, car quantifie le mouvement du repére
relatif par rapport au repére absolu.
Remarque :

« Dans le cas ou le point B n'appartient a tout instant au solide (S), mais simplement considéré
lieé a (S), il faut le préciser dans la relation précédente en écrivant :

V(B € S/R0)= V(B € S/R1)+V(B € R1/R0)
Si le repére R2 est lié a (S) (voir exemple Robot Ericc ci-dessus), cette relation s’écrit aussi :

V(B € R2/R0)= V(B € R2/R1)+V(B € R1/R0)
» La différence majeur entre la relation de composition de mouvement et la propriété de champ
des vecteurs vitesse, est que la premiére met en jeu un seul point et différents repéres, alors
que la relation de champ des vecteurs vitesse, met en jeu différents points et un seul repére.

2.1.2. Application :

Reprenons le cas du robot Ericc 3,

La relation de composition des vecteurs vitesse s’écrit :

V(B/R0)= V(B/R1)+V(B € R1/R0)
Avec :

. I7(B/R1)=I7(B € S2/R1)= V)(A € S2/R1)+ S—l)(SZ/Rl) A AB (propriété de champ des vecteurs vitesse dans
le solide (S2)).

Or, V(A € S2/R1)=0, car A est point de I'axe de la liaison pivot entre (S2) et (S1), d'ou :

V(B/R1)=0(S/R) A AB=62.Z A b.Xo=b.62.5>.

De méme :
Or, V(0 € R1/R0)=0, car A est point de I'axe de la liaison pivot entre (S1) et (S0), d’ou :

. V_()B € R1/R0)= 17(0 € R1/R0)+ 6(81 /R0O) AOB (propriété de champ des vecteurs vitesse dans le solide
(S1)).

V(B € R1/R0)=0(S1/R0) A 0B=61.Z A (a.R1.b.%2)= a.61.1+ b.61.72.
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Enfin - V(B/RO): b.02.2.+ a.01.51+ b.01.52

2.2. Composition des vecteurs rotation :
2.2.1. Définition :

En paralléle a la relation de composition des vecteurs vitesse, essayons d’établir, de maniére
analogue, une relation de composition des vecteurs rotation.

Considérons le solide (S) en mouvement par rapport a deux reperes RO et R1. Soit un repére R2 lié
a (S). Voyons quelle relation existe-t-elle entre Q(S/R0) et Q(S/R1) ?

Pour un vecteur U(t) quelconque, la relation de changement de base entre RO et R1, R1 et R2,
et RO et R2 donne respectivement :

[ﬁﬁ(t)H% ﬁ(t)]+ Q(R1/R0) A U (V) relation 1
RO R1

[%ﬁ(t)]: [% ﬁ(t)]+ Q(S/R1) AT olation 2
1 R2

[ﬁﬁ(t)H% U |+ 8(s/RO) AT (D) relation 3
RO 2

En sommant membre a membre les relations (1) et (2), on obtient :
%ﬁ(t)]:[%ﬁ(t)]+ [ @(R1/RO) + Q(S/R1D)] AT(Y) relation 4
RO R2
Les deux relations (3) et (4), permettent de déduire que :
Q(S/R0)= Q(S/R1)+ O(R1/R0)
Qui s’écrit aussi :
Q(R2/R0)= O(R2/R1)+ O(R1/R0)

Pour un solide (S), en mouvement par rapport a deux repéres RO et R1, la relation de composition
des vecteurs rotation s’écrit :

Q(S/R0)= Q(S/R1)+ O(R1/R0)

Remarque :

La relation précédente permet d’écrire :
Q(R2/R2)= Q(R2/R1)+ Q(R1/R2)=0.

D’ou : Q(R2/R1)= - G(R1/R2)
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2.3. Composition des torseurs cinématiques :
2.3.1. Définition :

Pour le solide (S) en mouvement par rapport a deux repéres RO et R1, les résultats précédents
permettent d’établir une relation de composition de torseurs cinématiques, en effet :

La relation de composition des vecteurs rotation s’écrit :
Q(S/R0)= O(S/R1)+ Q(R1/R0)

Pour un point B lié a (S), la relation de composition des vecteurs vitesse s’écrit :
V(B € S/R0)= V(B € S/R1)+V (B € R1/R0)
Ces deux relations peuvent s’écrire sous forme d’une seule relation entre torseurs :

{ 2(S/R0) }_{ 2(S/R1) }+{ 2(R1/R0) }
. V(B € S/R0) _B V(B e S/R1) i V(B € R1/R0)

Pour un solide (S), en mouvement par rapport a deux repéres RO et R1, la relation de composition
des torseurs cinématiques s’écrit :

{v(S/R0) }= { v(S/R1) }+ { v(R1/R0) }

Cette relation doit s’écrire au méme point, par conséquent il faut réduire les torseurs au méme
point B.

Remarque :

» Paropposition aux fermetures géométrique et angulaire, la relation de composition des torseurs
cinématiques permet d’établir une fermeture cinématique qui porte sur les vitesses, qui est
simplement la dérivée des deux premieres fermetures.
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3. Le vecteur vitesse de glissement :
3.1. Définition et propriété :

Soit un solide (S2) en contact ponctuel avec un autre solide (S1) et P le plan tangent commun a
(S1) et (S2) :

(S2)

V(A € S2/S1)

(S1)

Figure.2. modeéle de contact ponctuel entre deux solides.

3.2. Le roulement sans glissement :
3.2.1. Définition :

Remarque :

Rappelons, qu’au niveau du point de contact A entre les deux solides (S1) et (S2), on distingue trois
“points” différents :

* Un point A lié au solide (S1).
* Un point A lié au solide (S2).
» Le point de contact A, qui par définition représente le contact et n'appartient ni a (S1)
ni a (S2).
La composition de vitesse en A s’écrit :
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V(A € S2/R0)= V(A € S2/S1)+V(A € S1/R0)
La propriété de roulement sans glissement impose donc :

V(A € S2/R0)=V(A € S1/R0)
3.2.2. Application :

Soit R (O, %, y, Z ) un repére lié¢ au bati (S0), deux roues de friction (S1) et (S2) sont en liaison pivot,
respectivement, d'axes (O,Z) et (A,Z) par rapport a (S0). Le point A est sur l'axe (O,y).
Les deux roues de friction sont en contact au point |, et ont pour rayon, respectivement ry et rz.
Soit R1 (O, %1, y1, Z) un repére lié a la roue (S1),

On pose 6:=(%,%1), 2(S1/R)= wx.Z et 3(S2/R)= wx.Z. Soit un point P de la roue S1 tel que:
@: r1.f1.

y
V1 T _(S2)

A

| %

P
H0) Y e
') >
(S1) X

Figure.3. Roues de friction, modéle et schéma simplifié.

» La relation de champ de vitesses dans le solide (S1) permet d’exprimer le vecteur vitesse
V(1 eS1/R):

V(1 e S1/R)=V(0/R) + Q(S1/R) A Ol = w1.Z A 11= - F1.00 %

» De méme, la relation de champ de vitesses dans le solide (S2) permet d’exprimer le vecteur
vitesse V(1 € S2/R) :

V(1 e S2/R)= V(A/R) + Q(S2/R) AAl = Wp.Z A -T2)= F2.00%
» La condition de roulement sans glissement de (S2) sur (S1) au point | s’écrit :
V(1 eS2/S1)=0

Pour exploiter cette condition, écrivons la relation de composition des vitesses au niveau du méme
point | :
V(e S2/R)=V(I e S2/S1)+ V(1 € S2/R)=V (I € S1/R)

Ainsi : - [1.001.X= l2.0p.X

» La loi entrée-sortie des deux roues de friction s’écrit donc :

ry
W=-— W
I
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4. Composition des vecteurs accélération :

4.1. Propriété et définitions :

Le chapitre précédent a permis d’établir une relation entre les vecteurs accélération de deux points A
et B d’'un méme solide (S) (ou considérés appartenir a ce dernier):

T'(B € S/R)=T(A € S/R)+ [%@(S/R)]Dﬁ + Q(S/R)I[Q(S/R) A AB)) relation 5
R

Cette relation fait apparaitre deux points différents et un seul repére R. Dans ce chapitre, on
établira une nouvelle relation de composition des accélération, qui lie les vecteurs accélération du
méme point dans des repéres différents.

Reprenons la relation établie dans le paragraphe 2 en lien avec I'exemple du robot Ericc 3 :
V(B/R0)=V(A/R0)+ V(B/R1)+2(R1/R0) A AB.

Ou RO est lié au bati, R1 est un repére lié au bras (S1) et B est un point de R2, repére li¢ a (S2).
A est un point fixe dans R1.

Dérivons cette relation membre a membre dans RO pour faire apparaitre les termes accélération :
SV(B/RO)|=[5: V(A/RO)|+| 3V (B/R1)|+| 5 ©(R1/R0)|DAB+Q(R1/R0)0 | AB|

. Ro Ro Ro Ro Ro
Voyons ces cing termes un par un :

 Par définition : [%V(B/RO)]:F(B/RO).
Ro
« Deméme: [%V(A/RO)]:F(A/RO).

» Concernant le troisieme t(grme, il faut faire apparaitre une dérivée par rapport a R1, en vue
d’avoir une accélération, et ce en utilisant la relation de changement de base de dérivation :
[%17’(3 /R1)]=[%V(B /R1)]+ Q(R1/R0) A V(B/R1)=T(B/R1) +0(R1/R0) A V(B/R1).

« Le quatriémeR{]erme reste in<1:hangé.

* Le dernier terme peut aussi étre exprimé par rapport a R1, en utilisant la relation
de changement de base de dérivation :

%E’H% ﬁ] +0(R1/R0) A AB=V(B/R1)+3(R1/R0) A AB.
Ro 1
D'ou : (R1/R0)[ [%ﬁ]: Q(R1/R0)0V(B/R1)+ G(R1/RO)[ G(R1/R0) A AB].
Ro

Il vient donc :

T'(B/R0)=T'(A/R0)+T'(B/R1)+ (R1/R0) A V(B/R1) + |3 G(R1/R0)| D AB+H(R1/R0) OV (B/R1)+
Ro
Q(R1/R0)] Q(R1/R0) A AB].

Ainsi :
T'(B/R0)= T'(B/R1)+ f(A/R0)+[% O(R1 /RO)]DK‘B’ + Q(R1/R0)0[ 2(R1/R0) A AB] + 2 Q(R1/R0) A V(B/R1)
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Remarque :

En retrouve la relation 5, en considérant que B appartient a R1, comme A :

T'(B € R1/R0)= T'(A/R0)+ |1 ((R1/R0) |0 AE + B(R1/R0)0[B(R1/R0) A AE].
Ro

Ce qui permet d’évoluer la relation encadrée, pour obtenir :

[(B/R0)=T(B/R1)+ I'(B € R1/R0)+ 2 Q(R1/R0) A V(B/R1)

En synthése, Pour le point B d’un solide (S) en mouvement par rapport a deux repéere R0
et R1, la relation de composition des vecteurs accélération s’écrit :

F'(B/R0)=T(B/R1)+ I'(B € R1/R0)+ 2 G(R1/R0) A V(B/R1)

« T(B/RO) est nommé vecteur accélération absolue.
« T(B/R1) est nommé vecteur accélération relative.
. F(B € R1/R0) est nommé vecteur accélération d’entrainement.

« Leterme 2 Q(R1/R0) A V(B/R1) est nommé vecteur accélération de Coriolis.

Remarque :

- Le vecteur accélération d’entrainement 1_"’(B € R1/R0) est calculé en utilisant la relation 5 :

T'(B € R1/R0)=T'(A € R1/R0)+ [ (B(R1/R0)|DAE + Bi(R1/R0)0 [A(R1/R0) A AB].
Ro
« Il estintéressant de passer par un point A fixe dans RO.
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